
1 πが超越数であることの証明

補題 1.1. 任意の正の実数 aに対して

lim
n→∞

an

n!
= 0

証明. m, nを自然数とする．n > m > 2a (例えば m = [2a] + 1とする)ならば

an

n!
=

am

m!
· a

m + 1
· a

m + 2
· · · · · a

n
<

am

m!

(
1
2

)n−m

→ 0 (n → ∞)

補題 1.2 (Hermiteの不等式). 複素数係数の多項式

f(X) =
m∑

n=0

an

n!
Xn

に対して

F (X) =
m∑

n=0

f (n)(X), f(X) =
m∑

n=0

|an|
n!

|X |n

とおく．このとき，任意の複素数 xに対して

|F (x) − F (0)ex| ≤ |x|e|x|f(x)

が成り立つ．

証明.

F (0) = a0 + a1 + a2 + · · · + am,

F (X) =
m∑

r=0

f (r)(X)

=
m∑

r=0

m∑
n=r

an

(n − r)!
Xn−r

=
m∑

n=0

n∑
r=0

an

(n − r)!
Xn−r

=
m∑

n=0

an

n∑
r=0

Xr

r!

ゆえに

|F (x) − exF (0)| =

∣∣∣∣∣
m∑

n=0

an

∞∑
r=n+1

xr

r!

∣∣∣∣∣
≤

m∑
n=0

|an|
∞∑

r=n+1

|x|r
r!

=
m∑

n=0

|an||x|n+1

n!

∞∑
r=0

|x|r
(n + 1) · · · (n + r + 1)

≤
m∑

n=0

|an||x|n+1

n!

∞∑
r=0

|x|r
r!

= |x|e|x|f(x)
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定理 1.3 (Lindemann). πは超越数である．

証明. πが代数的数であると仮定する．そこで πが整係数の多項式

a0 + a1 + · · · + anXn = 0, a0an �= 0

の根であるとする．

πが代数的数であれば，π
√−1も代数的数である．実際，β = π

√−1とおくと

0 = a0 + a1
β√−1

+ a2

(
β√−1

)2

+ · · · + an

(
β√−1

)n

= (a0 − a2β
2 + a4β

4 − · · · ) −√−1(a1β − a3β
3 + a5β

5 − · · · )

絶対値をとると

(a0 − a2β
2 + a4β

4 − · · · )2 + (a1β − a3β
3 + a5β

5 − · · · )2 = 0

ゆえに βは代数的数である．

そこで π
√−1の次数 (すなわち π

√−1を根とする最小多項式の次数)を mとし，π
√−1の共役

を α1 (= π
√−1), α2, . . . , αmとする．Eulerの公式により

eπ
√−1 = cos π +

√−1 sin π = −1

であるから，1 + eα1 = 0．よって

0 = (1 + eα1)(1 + eα2) · · · (1 + eαm)

= 1 +
m∑

i=1

eαi +
∑
i<j

eαi+αj + · · · + eα1+···+αm

である．このとき，αi, αi + αj , . . . , α1 + · · ·+ αmの中で 0になるものの個数を q − 1とし (この
ような正の整数 qをとる)，そうでないものの個数を lとする．上の式は

q +
l∑

j=1

eyj = 0(1)

なる形で書ける．このとき各 yjについて eyj �= 0であり，y1, y2, . . . , ylの対称式はすべて α1, α2,
. . . , αmの対称式である．α1, α2, . . . , αmの対称式は有理数であるから，y1, y2, . . . , ylの対称式

も有理数である．よって (X − y1)(X − y2) · · · (X − yn)は有理数係数の多項式になるから，整数
c0, c1, . . . , clによって

c0(X − y1)(X − y2) · · · (X − yn) = c0 + c1X + · · · + clX
l

となる．

さて，pを q, |c0|, |cl|よりも大きい素数とし

f(X) =
1

(p − 1)!
clp−1
l Xp−1(c0 + c1X + · · · + clX

l)p(2)
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とおく．f(X)は有理数係数の多項式である．また

F (X) = f(X) + f ′(X) + · · · + f (deg f)(X),

f(X) =
1

(p − 1)!
|cl|lp−1Xp−1(|c0| + |c1|X + · · · + |cl|X l)p

とする．ただし deg f は多項式 f の次数である．

S = qF (0) +
l∑

j=1

F (yj)

とおくと，(1)および Hermiteの不等式から

|S| =

∣∣∣∣∣∣
l∑

j=1

(F (yj) − eyjF (0))

∣∣∣∣∣∣
≤

l∑
j=1

|F (yj) − eyjF (0)|

≤
l∑

j=1

|yj |eyjf(yj)

が成り立つ．M = max{y1, y2, . . . , yl}とすると
l∑

j=1

|yj |eyj f(yj) ≤ lMeMf(M)

となる．一方，任意の正の実数 aに対して ap/p! → 0 (p → ∞)であるから，pを大きくとるほど

lMeMf(M) ≤ CKp

(p − 1)!

の右辺はいくらでも 0に近づく．ここで

C = leM |Cl|, K = |Cl|lM(|c0| + |c1|M + · · · + |cl|M l)

である．したがって，十分大きな素数 pを 1つとって

|c0S| < 1(3)

とできる．

次に，(2)から

f(0) = f ′(0) = · · · = f (p−1)(0) = 0,

f (p−1)(0) = clp−1
l cp

0,

f (k)(0) ≡ 0 (mod p) (k ≥ p)

さらに

f(X) =
1

(p − 1)!
(clX)p−1(clX − cly1)p(clX − cly2)p · · · (clX − clyl)p
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このとき j = 1, 2, . . . , lに対して

f(yj) = f ′(yj) = · · · = f (p−1)(yj) = 0

かつ，ある整係数の多項式 gj,k(X1, . . . , Xl)が存在して

f (k)(yj) = p · gj,k(y1, . . . , yl) (k ≥ p)

と表せる．f(X)は y1, y2, . . . , ylについて対称だから，各 kについて

l∑
j=1

f (k)(yj) = p
l∑

j=1

gj,k(y1, . . . , yl)

は y1, y2, . . . , yl についての対称式になる．よって y1, y2, . . . , yl のある対称式 h(y1, . . . , yl)に
より

c0

l∑
j=1

F (yj) = c0

deg f∑
k=1

l∑
j=1

f (k)(yj) = p · c0 · h(y1, . . . , yl)

c0の取り方からわかるように c0 · h(y1, . . . , yl)は整数である．よって

c0S = c0qF (0) + c0

l∑
j=1

F (yj) ≡ clp−1
l cp+1

0 (mod p)

素数 pの取り方から clp−1
l cp+1

0 は pで割りきれない．ゆえに |c0S|は 0でない整数である．ところ
がこのことは (3)に反する．したがって πは超越数でなければならない．
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