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最初に, 記号についての注意事項を述べておく.

Nを自然数全体からなる集合とする. 自然数には 0を含むものとする.

可換環というときには, 単位元をもつ可換環を意味する.

集合X に対して, Xnを n個のX からなる直積とする. また, 集合X, Y に対して, Map(X, Y )

を集合X から Y への写像全体からなる集合とする.

一般に, i, j 等の太字のアルファベットは直積集合の元を表す. 特に断りのないとき, iの各成分

を i1, i2, . . .で表すものとする. また, 0はすべての成分が 0であるような元を表す.

1 級数の和

Rを可換環, nを正の整数とする.

Map(Nn, R)の元 f , gと Nn の元 iに対して,

(f + g)(i) = f(i) + g(i)

と定義する．このとき. 写像

f + g : Nn −→ R, i 7−→ (f + g)(i) (1)

もまたMap(Nn, R)の元である. これを和として, Map(Nn, R)における加法を定める.

Map(Nn, R)の元 f が定数であるとは，Rのある元 aが存在して，Nn の任意の元 iに対して

f(i) =

a, i = (0, 0, . . ., 0)のとき

0, それ以外のとき

が成り立つときにいう．このような f を fa と書くことにする．

［定理 1.1］Map(Nn, R)は加法群をなす．

［証明］Map(Nn, R)が加法群の定義を満たすことを 1つ 1つ確かめればよい．

結合法則：Map(Nn, R)の元 f , g, hと Nn の元 iに対して

((f + g) + h)(i) = (f + g)(i) + h(i)

= (f(i) + g(i)) + h(i)

= f(i) + (g(i) + h(i))

= f(i) + (g + h)(i)

= (f + (g + h))(i).

ゆえに, (f + g) + h = f + (g + h).
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交換法則：Map(Nn, R)の元 f , gと Nn の元 iに対して

(f + g)(i) = f(i) + g(i)

= g(i) + f(i)

= (g + f)(i).

ゆえに, f + g = g + f .

単位元の存在：0を Rの零元とするとき，Map(Nn, R)の加法についての単位元は定数 f0 であ

る．実際，Map(Nn, R)の元 f ,と Nn の元 iに対して

(f + f0)(i) = f(i) + f0(i) = f(i),

(f0 + f)(i) = f0(i) + f(i) = f(i).

ゆえに, f + f0 = f0 + f = f .

逆元の存在：Map(Nn, R)の元 f に対して，Map(Nn, R)の元 gを

g : Nn −→ R, i 7−→ −f(i)

と定義する．gは加法における f の逆元である．実際 Nn の任意の元 iに対して

(f + g)(i) = f(i) + g(i) = 0,

(g + f)(i) = g(i) + f(i) = 0.

ゆえに, f + g = g + f = f0.

以上より，Map(Nn, R)が加法群をなすことが示された．

2 級数の積

Rを可換環, nを正の整数とする.

Zn の元 i = (i1, i2, . . ., in), j = (j1, j2, . . ., jn) に対して，

i + j = (i1 + j1, i2 + j2, . . . , in + jn)

と定める．

［補題 2.1］mを正の整数, k ∈ Nとする. このとき, Nm の元 (x1, x2, . . ., xm)で

x1 + x2 + · · · + xm = k

を満たすものの個数 pm,k は有限である．

4



［証明］mに関する数学的帰納法によって証明する.

m = 1のとき，p1,k = 1である．

m = 2のとき，kに対して

x + y = k

を満たす N2 の元 (x, y)は

(0, k), (1, k − 1), (2, k − 2), . . . , (k, 0)

の k + 1個である．

m = 3のとき，kに対して

x + y + z = k

を満たす N3 の元 (x, y, z)の個数は，xを動かすとき

y + z = k − x

なる N2 の元 (y, z)の個数すべての和に一致する．この場合

(0, ∗, ∗)なる形の元の個数は p2,k 個,

(1, ∗, ∗)なる形の元の個数は p2,k−1 個,

· · · · · · · · ·

(k, ∗, ∗)なる形の元の個数は p2,0 個.

ゆえに,

p3,k = p2,k + p2,k−1 + · · · + p2,0

= (k + 1) + k + · · · + 1

=
1
2
(k + 1)(k + 2).

一般に，m ≥ 2のとき, kに対して

x1 + x2 + · · · + xm = k

を満たす Nm の元 (x1, x2, . . ., xm)の個数は, xm を動かすとき

x1 + x2 + · · · + xm−1 = k − xm

なる Nm−1 の元 (x1, x2, . . ., xm−1)の個数すべての和に一致する．すなわち,

pm,k = pm−1,k + pm−1,k−1 + · · · + pm−1,0.

したがって, mに関する帰納法により, pm,k が有限であることが示される．
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［補題 2.2］mを正の整数とし，i = (i1, i2, . . ., in)を Nn の元とする．このとき

Sm,i = {(s1, s2, . . . , sm) ∈ (Nn)m | s1 + s2 + · · · + sm = i}

は有限集合である．

［証明］Nn のm個の元 s1, s2, . . ., sm を

sl = (sl1, sl2, . . . , sln) (l = 1, 2, . . . , m)

とおく．(Nn)m の元 (s1, s2, . . ., sm)が Sm,i の元であるための必要十分条件は,

s1j + s2j + · · · + smj = ij (j = 1, 2, . . . , n)

が成り立つことである．一方，補題 2.1より，Nの任意の元 kに対して, Nmの元 (x1, x2, . . ., xm)

で

x1 + x2 + · · · + xm = k

を満たすものの個数は有限である．したがって, Sm,i の元は有限個しかない．

Map(Nn, R)の元 f , gと Nn の元 iに対して,

(fg)(i) =
∑

s+t=i

f(s)g(t) (2)

と定義する．補題 2.2より, 右辺は有限和である．このとき. 写像

fg : Nn −→ R, i 7−→ (fg)(i) (3)

もまたMap(Nn, R)の元である. これを積として, Map(Nn, R)における乗法を定める．

［定理 2.3］Map(Nn, R)は可換環をなす．

［証明］Map(Nn, R)が加法群になることは定理 1.1で既に示されているので，あとは乗法が可換

環の定義を満たしていることを確かめればよい．

結合法則：Map(Nn, R)の元 f , g, hと Nn の元 iに対して,

((fg)h)(i) =
∑

r+u=i

(fg)(r)h(u)

=
∑

r+u=i

( ∑
s+t=r

f(s)g(t)

)
h(u)

=
∑

s+t+u=i

f(s)g(t)h(u)

=
∑

s+v=i

f(s)

( ∑
t+u=v

g(t)h(u)

)

=
∑

s+v=i

f(s)(gh)(v)

= (f(gh))(i).
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ゆえに, (fg)h = f(gh).

交換法則：Map(Nn, R)の元 f , gと Nn の元 iに対して,

(fg)(i) =
∑

s+t=i

f(s)g(t)

=
∑

s+t=i

g(t)f(s)

=
∑

s+t=i

g(s)f(t)

= (gf)(i).

ゆえに, fg = gf .

分配法則：Map(Nn, R)の元 f , g, hと Nn の元 iに対して,

((f + g)h)(i) =
∑

s+t=i

(f + g)(s)h(t)

=
∑

s+t=i

(f(s) + g(s))h(t)

=
∑

s+t=i

(f(s)h(t) + g(s)h(t))

=
∑

s+t=i

f(s)h(t) +
∑

s+t=i

g(s)h(t)

= (fh)(i) + (gh)(i).

ゆえに, (f + g)h = fh + gh. さらに, 積についての交換法則を 2回用いれば,

f(g + h) = (g + h)f = gf + hf = fg + fh.

単位元の存在：Rの乗法についての単位元を 1とすると, Map(Nn, R)の単位元は定数 f1 であ

る．実際, Map(Nn, R)の元 f と Nn の元 iに対して

(ff1)(i) =
∑

s+t=i

f(s)f1(t)

= f(i)f1(0, . . . , 0) +
∑

s+t=i
t 6=(0,0,...,0)

f(s)f1(t)

= f(i)f1(0, . . . , 0)　

= f(i).

ゆえに, ff1 = f .

以上より，Map(Nn, R)が可換環をなすことが示された．

［定理 2.4］定数全体の集合をMap(Nn, R)c とおく: Map(Nn, R)c = {fa | a ∈ R}.
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(i) Map(Nn, R)c はMap(Nn, R)の部分環である．

(ii) Map(Nn, R)c と Rとは同型である．

［証明］(i) Map(Nn, R)c は少なくとも定数 f0 を含むので空集合でない.

Rの元 a, bと Nn の元 iに対して

(fa − fb)(i) = fa(i) − fb(i)

=

a − b, i = (0, 0, . . . , 0)のとき

0, それ以外のとき.

ゆえに, fa − fb = fa−b ∈ C. また,

(fafb)(i) =
∑

s+t=i

fa(s)fb(t)

=

ab, i = (0, 0, . . . , 0)のとき

0, それ以外のとき.

ゆえに, fafb = fab ∈ C. したがって, Map(Nn, R)c はMap(Nn, R)の部分環である．

(ii) 写像 φ : R −→ C, a 7−→ fa を考える.

φの準同型性：Rの任意の元 a, bに対して,

(fa + fb)(i) = fa(i) + fb(i)

=

a + b, i = (0, 0, . . . , 0)のとき

0, それ以外のとき.

ゆえに, fa + fb = fa+b.

φの単射性：Rの元 aに対して,

fa = fb =⇒ fa−b = fa − fb = f0

=⇒ a − b = 0

=⇒ a = b.

φの全射性：定数の定義から明らか．

以上より, φは環の同型写像である．

定理 2.4により，Map(Nn, R)cをRと同一視するすることができる．そこで以後，定数 faを単

に aと書くことにする．
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3 形式的冪級数

Rを可換環, nを正の整数とする.

自然数 k (1 ≤ k ≤ n)に対して，Map(Nn, R)の元Xk を次のように定義する：

Xk : Nn −→ R, i 7−→ Xk(i).

ただし,

Xk(i) =

1, i = (

k︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)のとき

0, それ以外のとき.

このX1, X2, . . ., Xk を変数あるいは不定元という．

［定理 3.1］eを正の整数とし，f1, f2, . . ., fe をMap(Nn, R)の元とする1). Nn の任意の元 iに

対して

(f1f2 · · · fe)(i) =
∑

r1+···+re=i

f1(r1) · · · fe(re)

が成り立つ．

［証明］eに関する数学的帰納法により証明する．積の定義から e = 2のときは成り立つ．一般に,

e > 2のとき，帰納法の仮定より,

(f1f2 · · · fe)(i) =
∑

s+re=i

(f1f2 · · · fe−1)(s)fe(re)

=
∑

s+re=i

 ∑
r1+···+re−1=s

f1(r1) · · · fe−1(re−1)

 fe(re)

=
∑

r1+···+re=i

f1(r1) · · · fe(re)

となる．

各 k = 1, 2, . . ., nに対して, X0
k = 1と定める.

eを自然数とする. このとき, Map(Nn, R)の元Xe
k は，定理 3.1より，Nnの任意の元 iに対して

Xe
k(i) = (

e︷ ︸︸ ︷
Xk · · ·Xk)(i)

=

1, i = (

k︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, e, 0, . . . , 0)のとき

0, それ以外のとき.

となるような写像である．

1)ただし，f1, f2, . . ., fe は Map(Nn, R) の元に番号をつけたものであり，定数とは限らない．
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さらに, aを Rの元, e1, e2, . . ., en を自然数とするとき, Map(Nn, R)の元 aXe1 · · ·Xen
n は，定

理 3.1より，Nn の任意の元 iに対して

aXe1
1 · · ·Xen

n =

a, i = (e1, . . . , en)のとき

0, それ以外のとき.

となるような写像である．この形で表されるMap(Nn, R)の元を単項式という．

単項式 aXe1
1 · · ·Xen

n 6= 0に対して, e1 + e2 + · · · + en をこの単項式の次数という.

Map(Nn, R)の元 f と Nn の元 i = (i1, . . . , in)に対して,

ai = f(i) (∈ R)

とおく．このとき

f(i) = ai = aiX
i1
1 · · ·Xin

n (i).

一方，Map(Nn, R)の元 aiX
i1
1 · · ·Xin

n は，Nn の元 j について

j 6= i =⇒ aiX
i1
1 · · ·Xin

n (j) = 0.

そこで，Map(Nn, R)の元 f を ∑
i∈Nn

aiX
i1
1 · · ·Xin

n (4)

で表す．また, f のことを f(X1, X2, . . ., Xn)のように変数を明示して書くこともある.

n = 1のとき, すなわち f が 1変数の形式的冪級数であるとき, (4)は∑
i∈N

aiX
i

となるが, そのほかに,
∞∑

i=0

aiX
i

あるいは

a0 + a1X + a2X
2 + · · ·

などといった書き方をすることもある.

Map(Nn, R)の元 f を (4)の形で表したとき, 各々の aiX
i1
1 · · ·Xin

n を f の項といい, aiをその項

の係数という. 特に, i = (0, 0, . . . , 0)なる項を定数項という.

［注意 3.1］(4)は, Map(Nn, R)の元を記号
∑
を用いて形式的に表したにすぎず, Map(Nn, R)

の元が単項式の無限和で表されると主張しているわけではない．

直感的には，Nn の元 iに対して, ∑
j∈Nn

aiX
j1
1 · · ·Xjn

n

 (i) = (aiX
i1
1 · · ·Xin

n )(i) +

∑
j 6=i

ajX
j1
1 · · ·Xjn

n

 (i)

= (aiX
i1
1 · · ·Xin

n )(i)

= ai
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であるから,

f =
∑
i∈Nn

aiX
i1
1 · · ·Xin

n

となる，という具合である．けれども，このような操作はあくまで記号の形式的な書き換えである.

次の定理は, Map(Nn, R)の元についての基本的な性質を，(4)の記法を使って書き直したもの

である:

［定理 3.2］ (i)
∑
i∈Nn

aiX
i1
1 · · ·Xin

n = 0 ⇐⇒ ai = 0 (∀i ∈ Nn).

(ii)
∑
i∈Nn

aiX
i1
1 · · ·Xin

n +
∑
i∈Nn

biX
i1
1 · · ·Xin

n =
∑
i∈Nn

(ai + bi)Xi1
1 · · ·Xin

n .

(iii)

( ∑
i∈Nn

aiX
i1
1 · · ·Xin

n

)( ∑
i∈Nn

biX
i1
1 · · ·Xin

n

)
=

∑
i∈Nn

( ∑
s+t=i

asbt

)
Xi1

1 · · ·Xin
n .

［証明］(i)は, f をMap(Nn, R)の元とすると,

f = 0 ⇐⇒ f(i) = 0 (∀i ∈ Nn)

を意味する．(ii), (iii)は, それぞれMap(Nn, R)における和および積の定義を言い換えたものであ

る．

Map(Nn, R)に (1), (3)のようにして和と積を定義して構成した可換環を, Rの元を係数とする

n変数の形式的冪級数環といい,

R[[X1, . . . , Xn]]

で表す. また, R[[X1, . . . , Xn]]の元を形式的冪級数という．

［注意 3.2］R[[X1, . . . , Xn]]の元 f は Nn から R への写像であるから，集合としては直積集合∏
i∈Nn Rと同じである．しかしながら, 環として見るとき，直積集合に自然に導入される代数的構

造2)と R[[X1, . . . , Xn]]のそれとは乗法の定め方で区別される．

［例 3.1］以下は, 有理数を係数とする 1変数の形式的冪級数である.

exp(X) =
∞∑

i=0

1
i!

Xi = 1 + X +
1
2!

X2 +
1
3!

X3 + · · · ,

log(1 + X) =
∞∑

i=1

(−1)i−1

i
Xi = X − 1

2
X2 +

1
3
X3 − · · · .

2)各成分ごとの積によって乗法を定める.
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［例 3.2］Rを可換環とし, Qを部分体として含むとする. α ∈ Rとし,(
α

0

)
= 1,

(
α

i

)
=

α(α − 1) · · · (α − i + 1)
i!

(i = 1, 2, . . .)

とする. このとき, Rの元を係数とする 1変数の形式的冪級数

(1 + X)α =
∞∑

i=0

(
α

i

)
Xi.

が定まる.

［定理 3.3］n ≥ 2を整数, Rを可換環とする. このとき, r = 1, 2, . . ., n − 1に対して

R[[X1, . . . , Xn]] ∼= (R[[X1, . . . , Xr]])[[Xr+1, . . . , Xn]]

が成り立つ.

［証明］R[[X1, . . ., Xn]]の各々の元 ∑
i∈Nn

aiX
i1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n (5)

に対して, (R[[X1, . . . , Xr]])[[Xr+1, . . . , Xn]]の元

∑
k∈Nn−r

 ∑
j∈Nr

aj,kXj1
1 · · ·Xjr

r

 X
kr+1
r+1 · · ·Xkn

n (6)

を対応させる写像を φとする. (6)に対して (5)を対応させる写像が φの逆写像になるので, φは全

単射である.

R[[X1, . . ., Xn]]の元

f =
∑
i∈Nn

aiX
i1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n ,

g =
∑
i∈Nn

biX
i1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n

を任意にとる. また,

fk =
∑
j∈Nr

aj,kXj1
1 · · ·Xjr

r ,

gk =
∑
j∈Nr

bj,kXj1
1 · · ·Xjr

r

とおく. このとき, 各 k ∈ Nn−r に対して

fk + gk =
∑
j∈Nr

(aj,k + bj,k)Xj1
1 · · ·Xjr

r
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であるから,

φ(f + g) = φ

( ∑
i∈Nn

(ai + bi)Xi1
1 · · ·Xin

n

)

=
∑

k∈Nn−r

 ∑
j∈Nr

(aj,k + bj,k)Xj1
1 · · ·Xjr

r

 X
kr+1
r+1 · · ·Xkn

n

=
∑

k∈Nn−r

(fk + gk)Xkr+1
r+1 · · ·Xkn

n

=
∑

k∈Nn−r

fkX
kr+1
r+1 · · ·Xkn

n +
∑

k∈Nn−r

gkX
kr+1
r+1 · · ·Xkn

n

= φ(f) + φ(g).

また, 各 u, v ∈ Nn−r に対して

fugv =
∑
j∈Nr

 ∑
p+q=j

ap,ubq,v

 Xj1
1 · · ·Xjr

r

であるから,

φ(fg) = φ

( ∑
i∈Nn

( ∑
s+t=i

asbt

)
Xi1

1 · · ·Xin
n

)

=
∑

k∈Nn−r

 ∑
j∈Nr

 ∑
u+v=k

 ∑
p+q=j

ap,ubq,v

 Xj1
1 · · ·Xjr

r

 X
kr+1
r+1 · · ·Xkn

n

=
∑

k∈Nn−r

 ∑
u+v=k

 ∑
j∈Nr

 ∑
p+q=j

ap,ubq,v

 Xj1
1 · · ·Xjr

r

 X
kr+1
r+1 · · ·Xkn

n

=
∑

k∈Nn−r

( ∑
u+v=k

fugv

)
X

kr+1
r+1 · · ·Xkn

n

=

( ∑
k∈Nn−r

fkX
kr+1
r+1 · · ·Xkn

n

)( ∑
k∈Nn−r

gkX
kr+1
r+1 · · ·Xkn

n

)

= φ(f)φ(g).

ゆえに, φは準同型写像である.

［定理 3.4］Rが整域ならば, R[[X1, . . ., Xn]]も整域である.

［証明］nに関する数学的帰納法により証明する.

n = 1のとき. R[[X]]の元 f =
∑

i∈N aiX
i, g =

∑
i∈N biX

i はともに 0でないとし, ak, bl をそ

れぞれ 0でない最初の係数とする. このとき,

fg =
∑
i∈N

( ∑
s+t=i

asbt

)
Xi

13



のXk+l の係数を見ると, akbl 6= 0かつ akbl 以外の項はすべて 0である. したがって, fg 6= 0.

一般に, n − 1のとき定理の主張が正しいと仮定すると, 定理 3.3と n = 1のときの議論より, n

のときも正しいことがいえる.

［定理 3.5］f =
∑

i∈Nn aiX
i1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n を R[[X1, . . ., Xn]]の元とする. このとき, 次の 2つの

条件は同値である.

(i) R[[X1, . . ., Xn]]において f は乗法についての逆元をもつ.

(ii) Rにおいて a0 は乗法についての逆元をもつ. ここで, 0 = (0, 0, . . ., 0)とする.

［証明］nに関する数学的帰納法により証明する.

n = 1のとき.

(i)⇒(ii) R[[X]]において fが乗法についての逆元をもつとすると,ある g =
∑

i∈N biX
i ∈ R[[X]]

が存在して, (∑
i∈N

aiX
i

)(∑
i∈N

biX
i

)
= 1.

定数項を比較すると, a0b0 = 1となる. ゆえに, Rにおいて a0 は乗法についての逆元をもつ.

(ii)⇒(i) a0 が Rの可逆元であるとする. このとき,

b0 = a−1
0 ,

bi = −a−1
0 ·

i∑
s=1

asbi−s (i = 1, 2, . . .)

によって Rの元の列 (bi | i ∈ N)を定めると,

a0b0 = 1,

i∑
s=0

asbi−s = 0 (i = 1, 2, . . .)

だから, (∑
i∈N

aiX
i

)(∑
i∈N

biX
i

)
=

∑
i∈N

(
i∑

s=0

asbi−s

)
= 1.

したがって, R[[X]]において f は乗法についての逆元をもつ.

一般の場合を証明するために, n − 1のとき定理の主張が正しいと仮定する.

R[[X1, . . ., Xn]]の元

f =
∑
i∈Nn

aiX
i1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n

が逆元をもつための必要十分条件は, 定理 3.3と n = 1のときの議論より,∑
j∈Nn−1

aj,0X
j1
1 Xj2

2 · · ·Xjn−1
n−1

がR[[X1, . . . , Xn−1]]において逆元をもつことである. 帰納法の仮定より, このことは a0がRにお

いて逆元をもつことと同値である.

14



定理 3.5より,

R[[X1, . . . , Xn]]× =

{ ∑
i∈Nn

aiX
i1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n ∈ R[[X1, . . . , Xn]]

∣∣∣∣∣ a0 ∈ R×

}

と書ける.

［例 3.3］1 − X の R[[X]]における逆元は,

∞∑
i=0

Xi = 1 + X + X2 + X3 + · · ·

である. また, 1 + X の R[[X]]における逆元は,

∞∑
i=0

(−1)iXi = 1 − X + X2 − X3 + · · ·

である.

形式的冪級数 f =
∑

i∈Nn aiX
i1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n 6= 0に対して,

ord f = min

{
n∑

k=1

ik

∣∣∣∣∣ ai 6= 0

}

と定める. ord f を f の位数という. すなわち, f の中に現れる 0でない係数をもつ項の次数の最小

値を f の位数とする. 0の位数は∞と定める. したがって, ord f の値は負でない整数か∞である.

［定理 3.6］f , g ∈ R[[X1, . . ., Xn]]とする.

(i) ord(f + g) ≥ min{ord f, ord g}. さらに, ord f 6= ord gならば等号が成り立つ.

(ii) ord(fg) ≥ ord f + ord g. さらに, Rが整域ならば等号が成り立つ.

(iii) f ∈ R[[X1, . . ., Xn]]× ならば ord f = ord f−1 = 0.

(iv) Rは体であるとする. このとき, ord f = 0ならば f ∈ R[[X1, . . ., Xn]]×.

［証明］m = ord f , m′ = ord gとおく. m ≤ m′ と仮定しても一般性を失わない. また,

f = fm + (m + 1次以上の項), fm 6= 0,

g = gm′ + (m′ + 1次以上の項), gm′ 6= 0

と表す. ただし, fm は f の中に現れるm次の項すべての和であり, gm′ についても同様である.

(i) f + gは

f + g = fm + gm + (m + 1次以上の項)

と表せるから, (i)の前半の不等式が成り立つ. さらに, m < m′ ならば, gm = 0である. すなわち,

fm + gm = fm 6= 0であるから, ord(f + g) = ord f となる.
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(ii) fgは

fg = fmgm′ + (m + m′ + 1次以上の項)

と表せるから, (ii)の前半の不等式が成り立つ. さらに, Rが整域ならば,定理3.4よりR[[X1, . . ., Xn]]

も整域である. よって, fmgm′ 6= 0となり, ord(fg) = m + m′ がいえる.

(iii) f ∈ R[[X1, . . ., Xn]]× とすると, 定理 3.5より

f = a0 + (1次以上の項), a0 ∈ R×.

また, ff−1 = 1 であり, この式の定数項を比較すれば, f−1 の定数項は a−1
0 である. ゆえに,

ord f = ord f−1 = 0.

(iv) Rは体であるとし, ord f = 0とする. Rの 0でないすべての元は乗法についての逆元をも

ち, f の定数項は 0でないから, 定理 3.5より f ∈ R[[X1, . . ., Xn]]× が得られる.

定数項が 0であるような形式的冪級数の全体を R[[X1, . . ., Xn]]0 で表す:

R[[X1, . . . , Xn]]0 = {f ∈ R[[X1, . . . , Xn]] | ord f ≥ 1}.

［定理 3.7］R[[X1, . . ., Xn]]0 は R[[X1, . . . , Xn]]のイデアルである.

［証明］R[[X1, . . ., Xn]]0 は 0を含むから空集合でない.

f , g ∈ R[[X1, . . ., Xn]]0, h ∈ R[[X1, . . . , Xn]]とする. 定理 3.6より,

ord(f + g) ≥ min{ord f, ord g} ≥ 1,

ord(−g) = ord g ≥ 1,

ord(hf) ≥ ordh + ord f ≥ 1

であるから, f + g, −g, hf ∈ R[[X1, . . ., Xn]]0. ゆえに, R[[X1, . . ., Xn]]0はR[[X1, . . ., Xn]]のイ

デアルである.

R[[X1, . . ., Xn]]の元 f , gと整数 d ≥ 0に対して,

f ≡ g (moddeg d) ⇐⇒ ord(f − g) ≥ d

と定める. これはR[[X1, . . ., Xn]]における同値関係である. また, このことは f と gの d− 1次以

下の項がすべて等しいことと同値である. n = 1のときは,

f ≡ g (moddeg d) ⇐⇒ f − g ∈ XdR[[X]]

と言い換えられる.

［定理 3.8］f , g ∈ R[[X1, . . ., Xn]]とする. このとき, f = gであるための必要十分条件は, すべ

ての整数 d ≥ 0に対して f ≡ g (moddeg d)が成り立つことである.
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［証明］条件の必要性は明らかだから, 十分性のみ証明する.

f =
∑

i∈Nn aiX
i1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n , g =

∑
i∈Nn biX

i1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n とおくと,

f − g =
∑
i∈Nn

(ai − bi)Xi1
1 Xi2

2 · · ·Xin
n .

このとき, 各 d ≥ 0に対して,

f ≡ g (moddeg d) =⇒ ord(f − g) ≥ d

=⇒ ai − bi = 0 (i1 + i2 + · · · + in < dのとき).

dは任意だから, すべての iに対して ai − bi = 0が成り立ち, f = gとなる.

4 無限和と代入

Rを可換環, nを正の整数とする.

Λを添字の無限集合とし, (fλ | λ ∈ Λ)を R[[X1, . . ., Xn]]の元の列とする. 各 λ ∈ Λに対して,

fλ =
∑
i∈Nn

a
(λ)
i Xi1

1 Xi2
2 · · ·Xin

n

とおく. さらに, 各 i ∈ Nn に対して,

Λi = {λ ∈ Λ | a
(λ)
i 6= 0}

とおく. このとき, 条件

(S) 任意の i ∈ Nn に対して, |Λi| < ∞.

を満たせば, 各 iに対して
∑

λ∈Λi
a
(λ)
i は有限和である. よって, 新たな R[[X1, . . ., Xn]]の元

∑
i∈Nn

( ∑
λ∈Λi

a
(λ)
i

)
Xi1

1 Xi2
2 · · ·Xin

n

が定まる. これを (fλ | λ ∈ Λ)の無限和といい,
∑

λ∈Λ fλ と書く. また, 条件 (S)が成り立つとき,

(fλ | λ ∈ Λ)は総和可能であるという.

f1, f2, . . ., fm ∈ R[[X1, . . ., Xn]], g ∈ R[[Y1, . . ., Ym]]とし3),

g =
∑

j∈Nm

bjY
j1
1 Y j2

2 · · ·Y jm
m

とおく. もし, R[[X1, . . ., Xn]]の元の列

(bjf
j1
1 f j2

2 · · · f jm
m | j ∈ Nm)

3)R[[Y1, . . ., Ym]] の特別な場合として R[[X1, . . ., Xn]] 自身も含まれる.

17



が総和可能, すなわち条件 (S)を満たすならば, その無限和∑
j∈Nm

bjf
j1
1 f j2

2 · · · f jm
m ∈ R[[X1, . . . , Xn]]

が定まる. これを f1, f2, . . ., fm の gへの代入といい,

g(f1, f2, . . . , fm)

で表す.

f1, f2, . . ., fm ∈ R[[X1, . . ., Xn]]0, g ∈ R[[Y1, . . ., Ym]]のとき, 各 j ∈ Nm に対して, 定理 3.6

より

ord(bjf
j1
1 f j2

2 · · · f jm
m )

≥
m∑

k=1

ord f jk

k ≥ j1 + j2 + · · · + jm

であるから, 列 (bjf
j1
1 f j2

2 · · · f jm
m | j ∈ Nm)は総和可能である. したがって, f1, f2, . . ., fm の gへ

の代入が可能である.

特に, 0, 0, . . ., 0の gへの代入 g(0, 0, . . ., 0)は, gの定数項 b0 に一致する.

5 多項式

Rを可換環, nを正の整数とする.

［定理 5.1］Map(Nn, R)の部分集合

Map(Nn, R)pol = {f ∈ M |有限個の i ∈ Nn を除いて f(i) = 0}

は, 和と積を (1), (3)のように定義した環としてMap(Nn, R)の部分環をなす．

［証明］まず, Map(Nn, R)pol は明らかに 0を含むから, 空集合でない.

f , g ∈ Map(Nn, R)pol とすると, ある自然数 cが存在して, Nn のすべての元 i = (i1, i2, . . ., in)

に対して,

ik > c (k = 1, 2, . . . , n) =⇒ f(i) = g(i) = 0.

このとき,

ik > c (k = 1, 2, . . . , n) =⇒ (f − g)(i) = f(i) − g(i) = 0,

ik > 2c (k = 1, 2, . . . , n) =⇒ (fg)(i) =
∑

s+t=i

f(s)g(t) = 0.

ゆえに, f − g, fg ∈ Map(Nn, R)pol が成り立つ.
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Map(Nn, R)pol を, Rの元を係数とする n変数の多項式環といい,

R[X1, . . . , Xn]

で表す．また, R[X1, . . . , Xn]の元を多項式という．

［例 5.1］mを正の整数とする. このとき,

(
m

i

)
=


m(m − 1) · · · (m − i + 1)

i!
, i = 1, 2, . . .のとき

1, i = 0のとき

は, 0 ≤ i ≤ mのときはm個のものの中から i個を選び出す場合の数であり, i > mのときは 0で

ある. したがって,

(1 + X)m =
∞∑

i=0

(
m

i

)
Xi =

m∑
i=0

(
m

i

)
Xi

は整数を係数とする 1変数の多項式である.

［定理 5.2］r = 1, 2, . . ., n − 1に対して

R[X1, . . . , Xn] ∼= (R[X1, . . . , Xr])[Xr+1, . . . , Xn]

が成り立つ.

［証明］定理 3.3 の証明において, 写像 φ の R[X1, . . . , Xn] への制限を考えたとき, その像が

(R[X1, . . . , Xr])[Xr+1, . . . , Xn]になることに注意すれば, 同様にして証明できる.

［定理 5.3］Rが整域ならば, R[X1, . . ., Xn]も整域である.

［証明］Rが整域ならば, 定理 3.4より形式的冪級数環 R[[X1, . . . , Xn]]は整域である. 多項式環

R[X1, . . ., Xn]はR[[X1, . . . , Xn]]の部分環であり, 整域の部分環は整域であるから, R[X1, . . ., Xn]

もまた整域である.

あるいは, 定理 3.4と同様にして直接証明することもできる.

多項式 f =
∑

i∈Nn aiX
i1
1 · · ·Xin

n 6= 0に対して,

deg f = max

{
n∑

k=1

ik

∣∣∣∣∣ ai 6= 0

}

と定める. deg f を f の次数という. すなわち, f の中に現れる 0でない係数をもつ項の次数の最大

値を f の次数とする. 0の次数は −∞と定める.

多項式 f 6= 0がm次の斉次多項式あるいは同次多項式であるとは, f の中に現れる単項式の次数

がすべてmであるときにいう.
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［定理 5.4］f , g ∈ R[X1, . . . , Xn]とする.

(i) deg(f + g) ≤ max{deg f, deg g}. さらに, deg f 6= deg gならば等号が成り立つ.

(ii) deg(fg) ≤ deg f + deg g. さらに, Rが整域ならば等号が成り立つ.

［証明］m = deg f , m′ = deg gとおく. m ≤ m′ と仮定しても一般性を失わない. また,

f = (m − 1次以下の項) + fm, fm 6= 0,

g = (m′ − 1次以下の項) + gm′ , gm′ 6= 0

と表す. ただし, fmは f の中に現れるm次の項すべての和であり, gm′ についても同様である. 便

宜上, fi = 0 (m < i ≤ m′)としておく.

(i) f + gは

f + g = (m − 1次以下の項) + fm′ + gm′

と表せるから, (i)の前半の不等式が成り立つ. さらに, m < m′ならば, fm′ = 0である. すなわち,

fm′ + gm′ = gm′ 6= 0であるから, deg(f + g) = deg gとなる.

(ii) fgは

fg = (m + m′ − 1次以下の項) + fmgm′

と表せるから, (ii)の前半の不等式が成り立つ. さらに, Rが整域ならば,定理 5.3よりR[X1, . . ., Xn]

も整域である. よって, fmgm′ 6= 0となり, deg(fg) = m + m′ がいえる.

f1, f2, . . ., fm ∈ R[[X1, . . ., Xn]], g ∈ R[Y1, . . ., Ym]とし,

g =
∑

j∈Nm

bjY
j1
1 Y j2

2 · · ·Y jm
m

とおく. gは多項式なので, deg gより大きい次数の項はすべて 0であり, gに現れる 0でない項の

数は有限個である. ゆえに, 列 (bjf
j1
1 f j2

2 · · · f jm
m | j ∈ Nm)は総和可能である. したがって, f1, f2,

. . ., fm の gへの代入が可能である (§4).

特に, Rの元は常に R係数の多項式へ代入可能である. f を R[X1, . . ., Xn]の元とするとき, R

の元 α1, α2, . . ., αn の f への代入

f(α1, α2, . . . , αn) =
∑
i∈Nn

aiα
i1
1 αi2

2 · · ·αin
n ∈ R

を, f の (α1, α2, . . ., αn) ∈ Rn における値という.

(α1, α2, . . ., αn) ∈ Rn が f の零点であるとは, f(α1, α2, . . . , αn) = 0となるときにいう. 特に,

n = 1のとき, すなわち f が 1変数であるとき, その零点を f の根という.

［注意 5.1］数学 (特に代数学)では, 零点 (あるいは根)がどこの環で存在するのかがしばしば問

題になる. そのため, 例えば Cを複素数体, Rを実数体, f ∈ R[X]とし, α ∈ Cが f(α) = 0を満た

すとき, f は「Cにおいて」根をもつといい, αは f の「Cにおける」根であるという言い方をする.
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6 Laurent展開

K を体, nを正の整数とする.

定理 3.4より形式的冪級数環 K[[X1, . . ., Xn]]は整域であるから, その商体が存在する. それを

K 上の形式的冪級数体といい, K((X1, . . ., Xn))で表す.

また, 多項式環 K[X1, . . ., Xn]は K[[X1, . . ., Xn]]の部分整域である. その商体を K 上の有理

関数体といい, K(X1, . . ., Xn)で表す. また, その元を有理式という.

K(X1, . . ., Xn)はK((X1, . . ., Xn))の部分体である.

K(X1, . . ., Xn)の任意の元は,

g

h
, g, h ∈ K[X1, . . . , Xn], h 6= 0

の形に表される. このうち, ordh = 0となるもの全体を S とすると, S はK(X1, . . ., Xn)の部分

環になる. このとき, v ∈ K[[X1, . . ., Xn]]× だから, 写像

S −→ K[[X1, . . . , Xn]],
g

h
7−→ gh−1

が定まり, これは環の同型写像になる. g/h ∈ S に対して, gh−1 を有理式 g/hの展開という.

1変数の場合には, より著しい結果が得られる.

［定理 6.1］K((X))の 0でないすべての元 f は,

f = Xku, k ∈ Z, u ∈ K[[X]], ordu = 0 (7)

の形に一意的に表される.

［証明］K((X))はK[[X]]の商体だから, f = g/h, g, h ∈ K[[X]], g 6= 0, h 6= 0と表せる. さらに,

g = Xrg1, r ∈ N, ord g1 6= 0,

h = Xsh1, s ∈ N, ordh1 6= 0

と表せる. ゆえに,

f = Xr−sg1h
−1
1 , g1h

−1
1 ∈ K[[X]], ord(g1h

−1
1 ) = 0

となる.

f が 2通りに

f = Xk1u1 = Xk2u2, k1, k2 ∈ N, u1, u2 ∈ K[[X]], ordu1 = ordu2 = 0

と表されたとすると,

Xk1−k2 = u2u
−1
1 ∈ K[[X]], ordu2u

−1
1 = 0

であるから, k1 − k2 = 0. ゆえに, u2u
−1
1 = 1となる. したがって, f を (7)の形で表す仕方は一意

的である.
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［注意 6.1］定理 6.1を 2変数以上の場合に拡張することはできない. 例えば, u(X, Y ) ∈ K[[X, Y ]]

と整数m > 0で
1

X + Y
= (XY )−mu(X, Y )

を満たすものは存在しない. なぜなら, もし仮にそのような u(X, Y )とm > 0が存在すれば,

XmY m = u(X, Y )(X + Y )

が成り立つ. 左辺は 0でないから, u(X, Y ) 6= 0でなければならない. よって, u(X, Y )の中には

aiX
i1Y i2 6= 0なる項が必ず現れる. i1 ≥ i2 のとき右辺には aiX

i1+1Y i2 なる項が現れ, i1 < i2 の

とき右辺には aiX
i1Y i2+1 なる項が現れることになって, どちらにしても矛盾が生じる.

(7)において, u =
∑∞

i=0 aiX
i (a0 6= 0)とおけば,

f =
∞∑

i=k

aiX
k+i = a0X

k + a1X
k+1 + · · ·

のように表せる. この表し方を f の Laurent展開という. また, 右辺の形で表されたK((X))の元

のことを形式的 Laurent級数という. さらに, kを f の位数といい, ord f で表す. ord f の値は整

数または∞である. f ∈ K[[X]]のときは §3において定義した位数の定義に一致する.

7 形式的微分

Rを可換環とする.

R[[X]]の元 f(X) =
∑∞

i=0 aiX
i に対して, R[[X]]の元 f ′(X)を

f ′(X) =
∞∑

i=0

(i + 1)ai+1X
i

= a1 + 2a2X + 3a3X
2 + · · ·

によって定める. f ′(X)を f(X)の形式的微分という. f ′(X)を
df

dX
とも書く.

形式的微分の定め方から,

ord f ′ ≥ 1 =⇒ ord f ′ ≥ ord f − 1 (8)

であることがすぐにわかる.

f(X) ∈ R[X]ならば, f ′(X) ∈ R[X]であり,

deg f ≥ 1 =⇒ deg f ′ ≤ deg f − 1 (9)

が成り立つ.
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［注意 7.1］任意の整数m > 0と Rの任意の元 a 6= 0に対してma 6= 0であれば, (8), (9)におけ

る =⇒の右側の式は等号にできる.

一方,ある整数m > 0とRのある元a 6= 0が存在してma = 0であれば, (aXm)′ = maXm−1 = 0.

したがって, (8), (9)における =⇒の右側の式は一般には等号にならない.

［定理 7.1］f(X), g(X) ∈ R[[X]], c ∈ Rとする.

(i) (cf(X))′ = cf ′(X).

(ii) (f(X) + g(X))′ = f ′(X) + g′(X).

(iii) (f(X)g(X))′ = f ′(X)g(X) + f(X)g′(X).

［証明］f(X) =
∑

i∈N aiX
i, g(X) =

∑
i∈N biX

i とおくと,

f ′(X) =
∑
i∈N

(i + 1)ai+1X
i,

g′(X) =
∑
i∈N

(i + 1)bi+1X
i,

(cf(X))′ =

(∑
i∈N

caiX
i

)′

=
∑
i∈N

(i + 1)cai+1X
i,

f(X) + g(X) =
∑
i∈N

(ai + bi)Xi,

(f(X) + g(X))′ =
∑
i∈N

(i + 1)(ai+1 + bi+1)Xi.

係数を比較すれば, (i), (ii)の等式が得られる. また,

f(X)g(X) =
∑
i∈N

( ∑
s+t=i

asbt

)
Xi,

(f(X)g(X))′ =
∑
i∈N

(
(i + 1)

∑
s+t=i+1

asbt

)
Xi,

f ′(X)g(X) =

(∑
i∈N

(i + 1)ai+1X
i

)(∑
i∈N

biX
i

)

=
∑
i∈N

( ∑
s+t=i

(s + 1)as+1bt

)
Xi,

f(X)g′(X) =

(∑
i∈N

aiX
i

) (∑
i∈N

(i + 1)bi+1X
i

)

=
∑
i∈N

( ∑
s+t=i

as(t + 1)bt+1

)
Xi.
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さらに, ∑
s+t=i

(s + 1)as+1bt +
∑

s+t=i

as(t + 1)bt+1

=
∑

s+t=i+1

sasbt +
∑

s+t=i+1

tasbt

=
∑

s+t=i+1

(s + t)asbt = (i + 1)
∑

s+t=i+1

asbt.

これより, 係数を比較すれば, (iii)の等式が得られる.

［定理 7.2］f(X) ∈ R[[X]], g(Y ) ∈ R[Y ]とする. このとき,

(
g(f(X))

)′ = g′(f(X))f ′(X)

が成り立つ.

［証明］g(Y ) =
∑d

j=0 bjY
j とおくと,

g(f(X)) =
d∑

j=0

bjf(X)j .

定理 7.1より,

(
g(f(X))

)′ =
d∑

j=1

bj(f(X)j)′

=
d∑

j=1

bj

(
jf(X)j−1f ′(X)

)

=

 d∑
j=1

jbjf(X)j−1

 f ′(X)

=

d−1∑
j=0

(j + 1)bj+1f(X)j

 f ′(X)

= g′(f(X))f ′(X)

となる.

［定理 7.3］f(X) ∈ R[[X]]0, g(Y ) ∈ R[[Y ]]とする. このとき,

(
g(f(X))

)′ = g′(f(X))f ′(X)

が成り立つ.
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［証明］g(Y ) =
∑∞

j=0 bjY
j とおくと,

g(f(X)) =
∞∑

j=0

bjf(X)j .

各 d ∈ Nに対して,

gd(Y ) =
d∑

j=0

bjY
j

とおくと, ord f ≥ 1より,

g(f(X)) ≡ gd(f(X)) (moddeg d + 1).

形式的微分を考えると, (
g(f(X)))′ ≡ (gd(f(X))

)′ (moddeg d).

右辺に定理 7.2を適用すると,

(
g(f(X))

)′ ≡ g′d(f(X))f ′(X) (moddeg d).

一方,

g′(f(X)) =
∞∑

j=0

(j + 1)bj+1f(X)j ,

g′d(f(X)) =
d−1∑
j=0

(j + 1)bj+1f(X)j

であるから, 再び ord f ≥ 1より,

g′(f(X))f ′(X) − g′d(f(X))f ′(X)

=
(
g′(f(X)) − g′d(f(X))

)
f ′(X) ∈ XdR[[X]].

すなわち,

g′(f(X))f ′(X) ≡ g′d(f(X))f ′(X) (moddeg d).

ゆえに,

g(f(X)) ≡ g′(f(X))f ′(X) (moddeg d).

これがすべての d ∈ Nに対して成り立つから, 定理 3.8より,

g(f(X)) = g′(f(X))f ′(X)

となる.
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［例 7.1］Q[[X]]において, exp(X)の形式的微分は exp(X)自身である. 実際,

(
exp(X)

)′ =
∞∑

i=0

(i + 1)
1

(i + 1)!
Xi

=
∞∑

i=0

1
i!

Xi = exp(X).

［例 7.2］Q[[X]]において, log(1 + X)の形式的微分は (1 + X)−1 である. 実際,

(
log(1 + X)

)′ =
∞∑

i=0

(i + 1)
(−1)i

i + 1
Xi

=
∞∑

i=0

(−1)iXi = (1 + X)−1.

［例 7.3］Rを可換環とし, Qを部分体として含むとする. また, α ∈ Rとする. このとき, R[[X]]

において, (1 + X)α の形式的微分は α(1 + X)α−1 である. 実際,

(
(1 + X)α

)′ =
∞∑

i=0

(i + 1)
(

α

i + 1

)
Xi

=
∞∑

i=0

α

(
α − 1

i

)
Xi

= α(1 + X)α−1.

Rを可換環とし, Qを部分体として含むとする. R[[X]]の元 f(X) =
∑∞

i=0 aiX
iに対して, R[[X]]

の元
∫

f(X) dX を

∫
f(X) dX =

∞∑
i=1

ai−1

i
Xi

= a0X +
a1

2
X2 +

a2

3
X3 +

a3

4
X4 + · · ·

によって定める.
∫

f(X) dX を f(X)の形式的積分という. 定義から明らかに,

d

dX

∫
f(X) dX = f(X)

が成り立つ.

8 陰関数定理と逆関数定理

Rを可換環とする.
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R[[X, Y ]]の元 f(X, Y ) =
∑

(i,j)∈N2 aijX
iY j に対して, R[[X, Y ]]の元 fX(X, Y ), fY (X, Y )を

fX(X, Y ) =
∑

(i,j)∈N2

(i + 1)ai+1,jX
iY j ,

fY (X, Y ) =
∑

(i,j)∈N2

(j + 1)ai,j+1X
iY j

によって定める. fX(X, Y ), fY (X, Y )をそれぞれ f(X, Y )の X, Y に関する形式的偏微分とい

う. fX(X, Y ), fY (X, Y )を
∂f

∂X
,

∂f

∂Y
とも書く.

［定理 8.1（陰関数定理）］f(X, Y ) ∈ R[[X, Y ]]0とし, fY (X, Y ) ∈ R[[X, Y ]]×を満たすとする.

このとき, ある g(X) ∈ R[[X]]0 が一意的に存在して, f(X, g(X)) = 0が成り立つ4).

［証明］g(X) = b1X + b2X
2 + · · · の係数を, f(X, g(X)) = 0を満たすように決めていく.

f(X, Y ) =
∑

(i,j)∈N2

aijX
iY j

= f0(X) + f1(X)Y + f2(X)Y 2 + · · ·

とおくと,

fY (X, Y ) ∈ R[[X, Y ]]× ⇐⇒ a01 ∈ R×

⇐⇒ f1(X) ∈ R[[X]]×.

そこで,

hi(X) = −fi(X)f1(X)−1 (i = 0, 1, 2, . . .)

とおく. f(X, g(X)) = 0が成り立つとすると,

0 = f0(X) + f1(X)g(X) + f2(X)g(X)2 + f3(X)g(X)3 + · · ·

より,

g(X) = h0(X) + h2(X)g(X)2 + h3(X)g(X)3 + · · · .

ord g ≥ 1だから, g(X)の 1次の項は h0(X)の 1次の項に一致する. これより, b1 がただ 1つに決

まる. さらに, i ≥ 2に対して, 再び ord g ≥ 1より

g(X) −

(
h0(X) +

i∑
k=2

hk(X)g(X)k

)
≡ 0 (moddeg i + 1).

よって, g(X)の Xi における係数は h0(X) +
∑i

k=2 hk(X)g(X)k の Xi における係数と一致する.

すなわち,

bi = (h0(X), h2(X), . . ., hi(X)の係数と b1, b2, . . ., bi−1 との多項式)

なる形に書ける. b1, b2, . . ., bi−1 がすでに決まっていれば, bi を一意的に定めることができる. こ

れより, g(X)の存在と一意性がいえる.
4)逆に, f(X, g(X)) = 0 なる g(X) ∈ R[[X]]0 が存在するとき, 係数を比較すると, f の定数項は 0 になる.

27



［定理 8.2（逆関数定理）］f(X) ∈ R[[X]]とする. このとき, 次の 2つの条件は同値である.

(i) ある g(X) ∈ R[[X]]0 が存在して, f(g(X)) = X.

(ii) f(X) ∈ R[[X]]0 かつ f ′(X) ∈ R[[X]]×.

さらに, もし条件 (i)が成り立てば, g(X)は一意的であり, g(f(X)) = X も成り立つ.

［証明］(i)⇒(ii) f(X) =
∑

i∈N aiX
i, g(X) =

∑
i∈N biX

iとおく. f(g(X)) = X の定数項と 1次

の項を比較すると, a0 = 0, a1b1 = 1となる. よって, f(X) ∈ R[[X]]0, a1 ∈ R×. 2番目の条件は

f ′(X) ∈ R[[X]]× と同値である.

(ii)⇒(i) F (X, Y ) = X − f(Y )に対して定理 8.1を適用すると, ある g(X) ∈ R[[X]]0が一意的

に存在して,

X − f(g(X)) = F (X, g(X)) = 0.

すなわち, f(g(X)) = X. ここで, g(X)の一意性は (ii)が前提になっていることに注意せよ. いまの

場合, (i)⇒(ii)が成り立つことはすでに示されているから, (i)が成り立てば g(X)は一意的である.

さらに, (i)における g(X)は条件 (ii)を満たすから, 再び上の議論より, ある h(X) ∈ R[[X]]0 が

存在して g(h(X)) = X となる. このとき, f(g(X)) = X のX に h(X)を代入すると,

f(X) = f(g(h(X))) = h(X).

したがって, g(f(X)) = X.

［補題 8.3］ (i) exp(X + Y ) = exp(X) exp(Y )が Q[[X, Y ]]において成り立つ.

(ii) (exp(X))−1 = exp(−X)が Q[[X]]において成り立つ.

［証明］(i) X + Y ∈ Q[[X, Y ]]0 なので, exp(X + Y )は exp(X) ∈ Q[[X]]の X に X + Y を代

入したものとして Q[[X, Y ]]において定まる.

exp(X + Y ) =
∞∑

k=0

1
k!

(X + Y )k

=
∞∑

k=0

1
k!

( ∑
s+t=k

k!
s!t!

XsY t

)

=
∞∑

k=0

( ∑
s+t=k

1
s!t!

XsY t

)
.

一方, Q[[X, Y ]]において, 形式的冪級数の定義にしたがって計算すると,

exp(X) exp(Y ) =

( ∞∑
i=0

1
i!

Xi

)  ∞∑
j=0

1
j!

Y j


=

∑
(i,j)∈N2

1
i!j!

XiY j . (10)
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各 kに対して, (10)の中に現れる k次の項すべての和は
∑

s+t=k(1/s!t!)XsY t であるから, すべて

の整数 d ≥ 0に対して

∑
(i,j)∈N2

1
i!j!

XiY j ≡
d∑

k=0

( ∑
s+t=k

1
s!t!

XsY t

)
(moddeg d + 1).

定理 3.8より, ∑
(i,j)∈N2

1
i!j!

XiY j =
∞∑

k=0

( ∑
s+t=k

1
s!t!

XsY t

)
.

したがって, exp(X + Y ) = exp(X) exp(Y ).

(ii) Y に −X を代入すると,

1 = exp(0) = exp(X − X) = exp(X) exp(−X).

ゆえに, (exp(X))−1 = exp(−X).

［定理 8.4］Rを可換環とし, Qを部分体として含むとする. このとき, 任意の α ∈ Rに対して,

exp
(
α log(1 + X)

)
= (1 + X)α

が成り立つ. 特に, α = 1とすれば,

exp
(
log(1 + X)

)
− 1 = X

が得られる.

［証明］f(X) = (1 + X)α · exp
(
−α log(1 + X)

)
とおく. これの形式的微分を計算すると,

f ′(X) = α(1 + X)α−1 · exp
(
−α log(1 + X)

)
+ (1 + X)α · exp

(
−α log(1 + X)

)
· (−α)(1 + X)−1

= 0.

RがQを部分体として含むので, 0でない整数はすべてRにおける単元であり, したがって零因子

ではない. ゆえに, 任意の整数m > 0と Rの任意の元 a 6= 0に対してma 6= 0となる. このことか

ら, R[[X]]においては, f ′(X) = 0ならば f(X)は定数である. f(X)の定義式における定数項を見

れば f(X) = 1がわかる. ゆえに,

exp
(
−α log(1 + X)

)−1 = (1 + X)α.

左辺に補題 8.3を用いれば, 求める等式が得られる.
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